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KIEL



Institut für Informatik und Praktische Mathematik der
Christian-Albr echts-Universität zu Kiel

Olshausenstr. 40
D – 24098Kiel

PoseEstimation in Conformal Geometric Algebra
Part I: The Strati�cation of Mathematical Spaces

Part II: Real-time PoseEstimation using Extended Feature Concepts

Bodo Rosenhahn,Gerald Sommer

Bericht Nr. 0206
November 2002

e-mail:
�

bro,gs� @ks.informatik.uni-kiel.de

Dieser Bericht ist als persönliche Mitteilung aufzufassen



������� ���
	��� ��	������ ���

�

���������� ����� ���� � 	!���#" $ �&%'�)(*�+�

,.-0/&1325476�8:9<;=15/>-?1�@BA:C?-?1�@EDGFHDJILKM-?158:9ONP-?1�@EC?-RQS;UT!-JC�9�V

,.-0/&1W2#254�X�9?-RQZY[1�@EN\9], D^V�9`_)Va1�@ENP-b1�@ED^Fdc:V�@eF:f

_Sg7159�F:h:9�hjik9l-b1�c:/�9<mnD^F�CO9oTk1�V

prqbs^qut.qwvyx�z^{G|O{^z<|�z^s]}Lx�~•|O€•s`‚RqwƒWƒux�~

„

qO…lz^†ˆ‡&†ˆ‰lx�‚?ŠJv[‡‹x5ƒuvŒ}L~‹qw•JŽ

••z^v[‡•†‘‡••0‡‹x�qO’

„

qwƒ�ŽG•0‡•x�~�‚R“�†‘x5z^“#x”|Oz^s<•ŒŽ^ŽG€•†Zx�s*–`|o‡•{Jx�ƒ3|o‡•†•“�v

„

{J~‹†•v[‡•†B|OzR—••˜€Z™^~šx�“�{?‡•v›—•œŒz^†‘‰lx�~‹v‹†ˆ‡•Š�q�’!ž�†Zx�€

Ÿ.—[ ¢¡=£�¤l¥�ž�†‘x5€§¦¨}©x�~•ƒW|Oz?Š

�[ª�«¬R®E¯°

�‹±a²

°0³µ´[¶5·>¬•«&¸¹�ºo´

²

³Z»�¶�´•¼

²

´•½�¾^³e¿�½

À<ÁÃÂJÄHÅ�Æ�Æ�ÇdÈ�É ÊÌË

À�ÁÍÂJÄHÅJÅÎÆ�Æ�ÇÏÊ.ÈÐÉ ÑrÒ





�

, D^V�9*_)Va1�@EN�-?1�@ED^FH@eFMmnD^F
I•DG/#N�-RQ�� 9ODGN\9¢15/a@EC��uQef=9���/5-

� |�~y‡)•	��
.{Jxn‚?‡‹~•|o‡•†� “�|o‡•†•qwz3q�’Ã–*|o‡•{Jx�ƒ3|o‡•†•“�|O€ ‚bŽ |O“#x5v

��������������������� ���!� ���#"$��%&�(')�+*���,-,.��%

/

�(0���132&134(�5*�6���27�8,-�9"$%&��:<;

=>�<��271?27:<2&�@�(A

/

�(,-;�:B27��%9*BC81)�8��C��5�(���+DE;<;�')13���+F!� 2&����,-� 2&1)C��

/

��%&13��271)�(�BGHDE')I<%&��CJ�K2&�LGNMO��134(��%��&132>6P�(ARQ$13��'

S9GNT U�VXW�YZQ@13��'\[�"$��%&,-�(�K6

�[ª�«¬R®E¯°

�‹±a²

°0³µ´[¶5·>¬•«&¸¹�ºo´

²

³Z»�¶�´•¼

²

´•½�¾^³e¿�½

]P^`_8aXbdc�e(a

fhgji\khgml�ndo>pqproNsNtvu@whsNtxndyzu$prwXy{o`s>nOpro>sNtvu5whs>pjsN|Kp�}Npr~vwhsNtx•Xpjl<ndoLtxsNtxndy@wXy{€5nX}Ltxpry sNwhsNtxndy

nX•‚w@khgƒnX„�…>pr†7sq‡�txsN|ˆ}Npro>l�pr†7sRs>n@w‰}NpJ•)pJ}Npry{†7pŠ†JwXu$pJ}Lw5o>‹(oNs>pru•Œ•Žq|{tvo•‡•nX}N‘z|�wXo’txsNo’u@wXtvy

•3n�†J“{oŠndy+sN|Kp@sN|KpJnX}NpJsNt?†JwX~••)nd“{y{€{whsNtxndy�o”nX••sN|{pzfhgji\khg•l�ndo>p@pro>sNtvu5whsNtxndy–l{}NnX„B~xpru•—Š˜–p

€{tvoN†J“{oLo™sN|Kpqtvy •Xnd~x•Xpr€5u@whsN|{pru@whsNtv†JwX~{o>lBwX†7prošwXy{€$sN|{prtx}štvy s>pJ}LwX†7sNtxndy$‡jtxsN|{tvy‰|{tx›d|{pJ}œnX}L€KpJ}

pry	sNtxsNtvproJŒ•Ž‚n–†7nXl<pZ‡�tvsN|•sN|{pˆl�ndo>pZl{}LnX„�~xpruŸž |Kn¡‡¢s>n£†7ndu@l�wh}Np�fhg¤l{}Nn�…>pr†7sNtx•Xp�tvu@wh›Xp

•3prwhsN“K}Lproq‡�txsN|�khg¦¥`“{†J~vtv€{prwXyznX„K…Hpr†7sj•3prwhsN“K}Lpro�§�¨{sN|KpŠl{}�tvy{†Jtxl�~vp�‡•p�l{}NnXl�ndo>p�tvoRs>n5}Npr†7ndy�i

o>s>}L“{†7s’tvu@wh›XpŠ•)prwhsN“K}Npro�ž)pXŒ©›KŒ`l�ndtvy	sNo•nX}q~vt?yKpro�§•s>n$ndyKpŠ€{tvu$pry{oLtxndy{wX~�|�tx›d|KpJ}Rpry	sNtvsNtxpro�ž)pXŒ©›KŒ

khgªl{}Nn�…>pr†7sNtxndy•}Lw¡‹(o’nX}�khgª}Npr†7ndy{o>s>}L“�†7s>pr€•l�~vwXyKpro&§•wXy{€Zp7«(l�}NproNoq†7ndy{oNs>}LwXtvy sNoqtvyZsN|KpOkhg

o>l�wX†7pXŒ�¬s�sN“{}Ly{oqnd“{s�sN|{whs�sN|Kp‰o>s>}LwhsNtx®�†JwhsNtvndy-|{tvpJ}Lwh}L†L| ‹£¯©°�±²t?y	s>}Nn�€{“{†7pr€.„ ‹�³�wX“K›XpJ}LwXoŠtvo

tvy	•Xnd~v•Xpr€Et?yOsN|Kp’oN†7pry�wh}LtxnKŒ™´•“{s²oNt?y{†7p`sN|{pRoNs>}LwhsNtx®�†JwhsNtxndy‰|{tvpJ}Lwh}L†L| ‹�„(‹O³{wX“K›XpJ}�wXo•tvo‚„�wXo>pr€

ndy.l�“{}NpŠl�ndtvy	sj†7ndy{†7pJl{sNo”w5yKpJ‡ƒwX~x›XpJ„{}LwXt?†ŠpruO„�pr€{€�tvyK›@tvo�}Nprµ “�tx}Npr€•‡�|{pry.€KprwX~vt?yK›$‡�txsN|

|{tx›d|KpJ}�nX}L€KpJ}”pry sNtxsNtxproJŒŠŽq|KpE†7ndyK•)nX}Lu@wX~²›XpJndu$pJs>}Ltv†$wX~v›XpJ„{}LwPž·¶q¸”¹Š§9¯©fXfh±œt?o�‡•pr~v~²oN“{txs>pr€

s>n-o>nd~x•XpzsN|{tvoŠl�}NnX„�~xpru•¨²oNtvy{†7p@tvsOoN“K„�oL“{u$proŠsN|Kpztvy	•Xnd~v•Xpr€•u@whsN|{pru@whsNtv†JwX~šoNl�wX†7proJŒ.º�lKi

pJ}Lwhs>nX}Lo�wh}Lp9€KpJ®�y{pr€Zs>n5o>‡�txsN†�|�pry sNtxsNtxpro’„�pJs\‡`pJpry-sN|Kp�wX~x›XpJ„{}�wXoqnX•™sN|KpO†7ndyK•)nX}Lu@wX~�o>l�wX†7p

wXy{€+txsNoO¥š“{†J~vt?€KprwXy£wXy{€+l{}Nn�…>pr†7sNtx•XpzoN“{„�o>l�wX†7pXŒZŽq|{tvoŠ~vprwX€{o�s>n�wXyKnXsN|KpJ}9t?y	s>pJ}Nl�}NpJsNwhsNtxndy

nX••sN|Kp$o>s>}LwhsNtx®B†JwhsNtxndyP|{txpJ}Lwh}L†�|	‹X¨�‡�|�tv†L|�tvo�yKnXsj}Lpro>s>}Ltv†7s>pr€�s>nZ„�p9„�wXoNpr€-o>nd~vpr~x‹�ndy�l�ndtvy	s

†7ndy{†7pJl{sNoJŒŠŽq|{t?oq‡•nX}N‘.oN“{u5u@wh}Ltx»JprojsN|KpEsN|KpJnX}NpJsNtv†JwX~²•)nd“{y{€{whsNtxndy�ojyKpJpr€{pr€.s>n•€KprwX~‚‡�txsN|

sN|Kp�l�ndo>p•l{}NnX„B~xpru•Œ¼Žq|KpJ}NpJ•)nX}Np�txs@†7ndy sNwXtvy{o5u@wXtvy{~x‹•„�wXoNtv†Jo‰nX•Š¥`“{†J~vtv€KprwXy½¨•l{}Nn�…>pr†7sNtx•Xp

wXy{€@†7ndyK•)nX}Lu@wX~K›XpJndu@pJs>}N‹XŒ•¾�tvy�†7p•proNl<pr†Jt?wX~v~x‹O†7ndyK•)nX}Lu@wX~{›XpJndu$pJs>}N‹@tvoœyKnXsš‡`pr~v~�‘�yKn8‡�y@tvy

†7ndu$l�“Ks>pJ}”oN†Jtxpry{†7pX¨�‡•p9}Lpr†Jwhl�txsN“{~vwhs>p9sN|Kp‰u@whsN|Kpru@whsNtv†JwX~™†7ndy{†7pJl�sNo�t?y.o>ndu$p‰€KpJsNwXtv~·Œ�˜–p

„<pr~?txpJ•Xp5sN|{whsEsN|{tvoO›XpJndu$pJs>}Ltv†Zu$n�€Kpr~`tvoO“{oNpJ•)“{~`wX~vo>n�•3nX}‰u@wXy ‹–nXsN|KpJ}$†7ndu$l�“Ks>pJ}‰•�tvoNtxndy

sNwXo>‘(o•wXy{€z|{wXo•„�pJpry5tv›dyKnX}Npr€5oNnO• wh}rŒœ¹�l{lB~vtv†JwhsNtxndy{o•nX•�sN|Kpro>p�•)nd“{y{€�whsNtxndy{o•wh}Npjl{}Npro>pry s>pr€

tvyZl�wh}Ns’¬N¬&Œ

¿+ÀKÁ™ÂZÃ
b	Ä`_-Å

T(S9GNÆ(SÇ;����&�z���L271),-� 2&1)���™[��L27%&� 271?È�Ch� 2&1)���+��13��%7� %&CJ�K6�[‚C����<A·�(%&,-�('œ0��¡G

�(,-�¡27%&13C$�('30���I�%&�<É



f



��� � � ��� � �

�
	���������������������� � �!� �!�!�!�!�!� �!� �!�!� �!� �"�!� �!�!� �!� �!�!� �"�

Y

#�	�$%���&��(')�������*+�-,.��/�01#3254763298:�(*�0<;=*����?>@'%������A8B�C��D-EF0-> �!�!� �"� G

TBÉ?V HŠ���z*BC8����� %&1)���(AJI`�����!Kq�L2713,�� 2&1)����ÉzÉ5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É

G

TBÉ T HŠ���z*�2&%7� 2&13È�C�� 2713���ML913��%&�(%&CJ�K6£�(�<�NIš���&� K’��2713,��	271)�(� ÉzÉ5É5ÉzÉ@É O

TBÉ Æ I’%&13��C�13;�')�8�”�(A’*B��'34�13��0Z27���!Iš���&�!K’��2&1),-� 2713���MI’%&��I�'3��, ÉzÉ5É5ÉzÉ@É VhW

6�	����������������������N�P�AQR0)��>S0T���C�U�WVXEZY
0-D���'�*[� �!� �"�!� �!�!� �!� �!�!� �"�

VhÆ

Æ<É?V HŠ���!K’:�C8')1)�<�h�(�•"$����,.�82&%&1)C$D9')0��8I�%7� É5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É V�\

Æ<É?V�É?V �O�8;�%&�8�&�8�{27� 2713��� �(A”;‚��13�K27��[`')13�����z�(��� ;<' �(���8�z13� 2&���SK’:BG

C�'31)�����(�–0����(,-�¡27%&13C@�(')0(��I�%&�ZÉzÉ5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É V

G

Æ<É?V�É T �O� 2J� 2&1)�����”�(���£27%7� ���&')� 2713�����”13�£2&���!K’:�C�'31)�����(�£�&;��(C8�¤É@É V�O

Æ<É T HŠ���!I’%&�^]���C82&134(�Z"$����,.�82&%&13C‰DE'30���I�%&�-É5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É T W

Æ<É TBÉ?V �O�8;�%&�8�&�8�{27� 2713��� �(A�;‚��13�K27��[œ'31)���8�$�(��� ;�')�(�����$13�#27����;�%�� G

]���C¡27134(�@0�����,.�82&%&13C$�(')0(��I�%&� ÉzÉ5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É T�V

Æ<É Æ HŠ���

/

���BA·��%&,-�('•"$����,.�82&%&13C‰DE'30���I�%&� ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É T Æ

Æ<É Æ<É?V *�27�8%&�8��0�%7� ;���1)C$;<%&�_]��8C82713��� ÉzÉ5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É T Æ

Æ<É Æ<É T S‰�8È��<132713���–�(Aš27���@C8���<A·��%�,��('‚0����(,-�¡27%&13C@�(')0(��I�%&� É5ÉzÉ@É T(Y

Æ<É Æ<É Æ "@�8��,.�827%�1)C‰�8�K27132&1)�8�Š1)�£C����BA·��%&,-�('™0��8��,.�827%�1)C$� ')0��8I�%7� É@É T

G

Æ<É Æ<É U

/

���<A·��%�,�� '‚27%&�(���LA·��%&,-� 2713�����•É5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É Æ(W

Æ<É Æ<É Y �O130�1)��,-�(2&1)���<�”1)�£C��(�<A·��%&,-�('™0(����,.�82&%&1)C‰�(')0��8I�%7� É5ÉzÉ@É ÆBV

Æ<É Æ<ÉZ\ HR`�1)�L2E� ���£�&C�%��a`•2&%7�(���LA·��%&,-� 2&1)����� ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É Æ(Æ

b

	Wcd/�0e8:�(*�0f8B�C��D-EF0->��?fgh���,��
�i>@'-EjQ.0)��>@0)����k � �!�!� �!� �!�!� �"�

Æ

G

U�É?V =>�K27�8%7�(C¡2713��0eK’�K271?2713���•1)�lK’:�C8')1)�<�h�(�™[BI’%&�_]��8C82&134��•�(���

/

���<A·�(%&,-�('

"$����,.�82&%�6 É5ÉzÉ5É5É5É5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ@É5ÉzÉ5É5ÉzÉ5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É Æ

G

U�É T

/

��� ��0��@�(A•�O�8;�%&�8�&���K27� 2713�����O�(A’"$���(,-�¡27%&13CdK’�K27132&1)�8�9É5ÉzÉ5É5ÉzÉ@É Ænm

U�É TBÉ?V I`�����zC8�����L27%7� 1)�K27��1)�–C8���<A·��%�,�� '™0����(,-�¡27%&13C$�('30���I�%&� ÉzÉ@É UKT

o

	1pq�
>1>@'���kM'
��l2r��*s�)��*�*a������!� �!� �!�!� �!� �"�!� �!�!� �!� �!�!� �"�

UKY



� �������	�
�����



�����

� � � � � � � �

�

� �

=>�Z2&��1)�:`��(%	�"`����(%���C8����C��8%&���8� `�1327�z27����2&�����(%&�82&1)C��('BA·��:<����� 2&1)�����š�(A��(��� ')0���%�132&�BG

,.1)CO�(;<;�%&�K� CJ��A·��%��&1),ˆ:�'327�(�����(:��jT(S9GNÆ�S�;‚�(�&�E�8��2&1),-� 2713���•A·%&��, C8��%&%����&;������<����C8���

� AE��1�
²�8%&�8�{2.�8�{2&132&1)���8É I`�����•�8��2&1),-� 2713��� 132&�&��'?AO1)���¼I��(��1)C–4�1)�&:��('”2J�(����xVdT��\[”�(�<�

���84(��%7� 'œ�(;�;�%��K�(CJ���8��A·��%j,-���<�BC8:�' �(%q;����&�9���L271),-� 2&1)���.���B1)�L2h[%`���1)CJ�–%���' �	27��27���‰;�� G

��132&1)���P� Aš�•Æ�S ��I%]��8C82Š27�Z�Z%&�8A·�8%&�8��C��@Ch� ,-�8%7�ˆC8�B��%���1)��� 27�9��6���2&��,�xV�[�Æ

G

[�T(W�[�Æ�Æ��É

�O�h�(%�'36#�(')'š;��(;���%��5C8����C8���K27%&� 27�����¼���<�•�&;���C�1?È�C•2>6�;‚���(A�C��(%&%&�8�&;��������8��C��8��É.��:<2

,-�(�K6��&1?27:��	271)�(�����(%&�OC����<C���1?4 �(I�')�O1)� `���13CJ�–�z�L6B�L27�8, ��� ��2&�ˆ0K� 2&����%�1)�BA·��%&,-� 2713���

A·%���, ��1�
²�8%&���K2j��1)�K2&����%����(�q27�zC�������1)���8%���1�
²�8%&�8�{2j%&�8')1)�(I�1)'3132&1)���`�(Aœ,.�h�(��:�%&�8,-�8�K27��É

� �<1)')�zA·%&��, 27���•È�%���2@�&1?27:��	271)�(�#27�������8C������&1?2>6¼A·��')'3�^`��927�–%&�8' � 2&�Z27����C8��%&%����&;����BG

�<����C8���‰�(A���:<1327�z��1�
‚��%����K2‰0(����,.�82&%&1)C@�8�{2&132&1)���8[�2&���ˆ����C8�����¼;�%���I�')�8, ����C8�����&1327� 27�8�

2&���$:����$�(A3`��81)0��K2&���£,-1���27:�%����”�(AšC8��%&%����&;������<����C8����ÉBH`�•C8��;��$�(')0(��I�%&�(1)C��(')'?6 `�132&�

2&�������!C8��,ZI�13�����m1)�<A·�(%&,-� 2713������[’13��1)� 0����<��%7� '�4(��%L6 ���(%&�™É�����%•���<�(,.;�')� [�����,-�

� ')0���%�132&��,-�O�(���&:�,.�Z;���1)�K2EC���%�%&����;‚�(�������<C����@I��82 `j���8� Æ(S ,-������'`�(��� T S 1),-�(0��

��� 2J�P� ���#%&�8' � 2&�ZÆ�S ;���13�{2&�92&�PÆ�S ;�%��_]���C¡2713���#')13������ Æ(Æ��\É��E27���8%$�(')0(��%&1?27��,.���(�LG

��:�,.�ˆ')13���@C���%�%&�8�&;��������8��C��8�z� ���!%���' �	27�zÆ�S¤')13������27��Æ�S� ·%&��C8�����L27%&:<C827�8�"!E;�')�(�����

xV m<[�T(W��É¢*��84��8%7�('E�(')0(��%&1?27��,.��:��&�#13�<A·��%�,�� 2&1)��� �(A$2&���!13,�� 0��•;<' �(���+27� %&��')� 27�

;���13�{2&�•27� ���K271?271)�8�•')1��(�£C�13%&C�'3���# TBV$�\ÉƒD9')'�2&�������•;�� ;‚�8%&�.:��&�+��1�
‚��%����K2��(')0��8I�%7� 1)C

�8,ZI�������13��0��8É�F!� 27%�1��‚[%�{:�� 2&��%���1)���+�(�<�+�<:��('?G&�{:�� 27�8%&��13���£�('30���I�%&�(�”C��(�•I��‰A·��:��<�

2&�z�<���&C8%&13I‚�Š27�<�9��1327:�� 2713�����’1)����1�
²�8%&�8�{2�0��8��,.�827%�1)�8�' K’:�C�'31)�����(�™[{�)(.���O��%q;�%&�^]���C¡G

2&134(�*!� mB[½TnO<[�Æ�T��É

�‰��� `j��%	� C�����C8��%���1)��0 2&��� C���,ZI<1)��� 2&1)��� �(Az��1�
‚��%����K2+�{1)�����–� AˆC8��%&%����&;����BG

�<����C8���$Ch� �#I‚�5A·��:����!1)�,xV O)�\ÉXHŠ�<��%&�ˆ����'36£;���13�{2‰�(���#'31)���@C8��%&%����&;������<����C8���5�(%&�

2&%&��� 27�8�™É

=>�+ TnO<[ ÆKY*��`j���L2J�(%L27���Z2&�E�8,ZI‚�8�ˆ27�<��;����&�j����2&1),-� 2713���@;�%&�(I�')�8,¢A·�(%`;���1)�K2�[ '31)���

� ����;�' �(�<�”C���%�%&�8�&;��������8��C��8�j13�Z27���-�{1)�<��,-� 2713CjA·%7� ,-��`���%��½É.� �ŠC8���K2713��:<����1)�/ Tnm)�

IK6-�(;�;<'36�1)��05�5C����<A·�(%&,-�('0 T(T�����,ZI������<1)��0�[T`���13CJ�P�(;<;‚���(%&�j,Z:�CJ��,.��%��OC8��,.;��(C82

� ��� ��� 27:�%&�('É HŠ��13�-�8���(I�'3����:���27� A·��%&,-�('3121��-27���£,.������C�:�')�(%Z;����&�+���L271),-� 2&1)���

;<%&��I�'3��, A·��%-�{1)���8,�� 2&1)C$CJ��� 1)���3 Æ�W)�\É

�‰:�% `j��%���1)�j�&�8;��(%7�	27���£13��2 `��•;��(%�2&��[<;��(%�2Š=4 27��13�”�(%L271)C8')�5!��(�<�–;��(%�2”=&=JÉ-I`�(%�2

=E���h�('3� `�1?27� 27���.A·��:������	271)�(���z� A�27�<��;����&�-����2&1),-� 2713��� ;�%&�(I�')�8, �(��� A·�(%&,-�(')1�1��

2&���5;‚�����@�&C��8���(%�1)�.I{6£:<�&1)�<0.2&���z')�(��0�:��(0��$�(A`0����(,-�¡27%&13C@�(')0(��I�%&�(��É�=H2�27:�%����9�(:<2h[

2&��� 2927���•C8���<A·��%�,��('•0��8��,.�827%�1)Cˆ�(')0��8I�%7�6 

/

"$D7!9;<%&�X4�1)���8�$�P���a`Ç,.�B�<��'š���h�('31)��0

`�1?27�Z;<%&�_]��8C8271?4����(�<�8��13����,-� 2&1)C�0�����,.�82&%�6!`���1)CJ�•13�•��� 2’I��(���������Z;���1)�K2•C�����C8��;<2&�



� �����

����� �	��
� ��� ���

')�h� ��1)��0P2&�+������� ��2&%7� 2&13È�C�� 2713���¼��1)�8%7�(%�CJ�K6�É�=>�eI`�(%�2@=�=[`j�.2&����� C��(�{2&1)�{:�� `�132&�

�(;�;�'31)Ch�	271)�(�–�(AR27�<���&�zA·��:������	271)�(���Š27�-2&���ˆ;������z�8��2713,��	271)�(�•;�%���I�'3��, �(A•��1�
‚��%����K2

C���%�%&����;‚�(����1)�<0.�8�K27132&1)�8��É

HŠ�<�ˆ,-�(1)�•� 2&2&%&13I�:<27�@�(A•27��13�OC8���K27%�1)I�:<2&1)���•1)�Š27�-0�134(�ˆ� �!�X4��8%�4�1)��` � A•27�<�ˆ0��rG

��,-�¡27%�1)C•�&C8����� %&1)�+A·��%ˆT(S9GNÆ�S ;����&�.���L271),-� 2&1)��� �(��� 27���81)%z�(')0(��I�%&�(1)C•�8,ZI‚�8����13��0

1)� C����<A·�(%&,-�('q0�����,.�82&%&13C-� ')0��8I�%7�  

/

"$D7!  T(T��ÉMHŠ���-C����K2&%&1)I<:<2713��� 13�z�(%&0K�(�<121��8�

�(�OA·�(')')� `�� Å HŠ�<�ˆ�&�8C����<�#�&�8C82713���!�<���&C8%&13I‚�8�927�<�z;����&�5���L2713,�� 2&1)���–��C��8���(%&13��13�+2&���

C����K27� ��2Z�(A”2&�����L27%&� 271?È�Ch� 2&1)��� ��13��%7� %&CJ�K6�ÉWHŠ�����²[R0����(,-�¡27%&13C�� ')0��8I�%7�(�5�(%���13�{2&%&� G

��:�C��8�™É HŠ���8%&�8A·�(%&�([%`��9��27�(%�2h`�132&�-27�<�E�('30���I<%7�@�(A™27�<�XK’:�C8')1)�<�h�(�-�&;��(C8�([BC����K2713�{:��

`�1327� 2&���£�('30���I�%&�#�(A�27���£;�%��_]���C¡271?4��–�&;��(C��+�(��� �8��� :<;m13� 27���£� ')0��8I�%7�#�(A�2&���

C����<A·�(%&,-�('²��;��(C��"`���13CJ�•��:�I��&:<,-�8�927�<�@A·�(%&,.��%Š�����8��Éq=>�£27���@A·��:�%L27�£�&�8C82713���™[�2&���

%&��')� 2713�������(Aq;�%��_]���C¡271?4��•�(�<�#C����BA·��%&,-�('•0����(,-�¡27%�6 `�13')'•I��ˆ���¡4���'3��;����™ÉrHŠ�<1)�[`�13')'

I‚�Š:������-1)�•27���Š;��(%�2�=&=•27�$A·��%�,�� ')1218�j2&���9T(S9GNÆ�Sª;������O�8��2&1),-� 2713���Z;�%���I�')�8, 1)�•�(���

�(')0��8I�%7� 1)C‰C8���K27����2�É



� ���

� � � �����

�

� � � �

�

� � �

�

����� �

	

� � � � � �

��


���

�

� �

	

� � �  �




HŠ�<1)���&�8C82713���+1)�K27%��B��:<C�����27�<�@A·�(:������ 2&1)���<�O� A`2&���ZT S9GNÆ�S•;����&�@���L2713,�� 2&1)���–;<%&��IBG

'3��,+ÉdHŠ����%��8A·��%��([œ27�<�Z0����<��%7� 'R�&C8�����(%�1)�–13�‰���B;�')�(1)���8�#È�%&�L27'?6�É"HŠ����� 27�<�Z1)�K4��('34��8�

,-� 2&����,-� 2713Ch�('`�&;�� C����z�(%��.� �B;�' �(13����� �(��� 27�<1)%&�<'36�[™2&����,�� 1)� ;�%&13��C�13;�')�8�$��� `¤2&�

C8��;��"`�1?27�–27�<�5;������5�8��2&1),-� 2713���–;�%&�(I�')�8, �(%��5� �B;�' �(13�����+�(�<�+�<1)�&C8:��&�����™É

����� ��������������� �"!$#%#'&�()#+*,�.-/*10,!324�50,!$#/�

=>�+27���5�&C8����� %&1)�-�(A•È�0�:�%&�ZTBÉ?V!`j�ˆ���8�&C8%&1)I��@27���5A·��')'3�^`�13��0•�&1?27:��	271)�(�
Å

� �z�(�&��:�,.�

Y

Y

Y

kin. chain
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Euclidean plane
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Algebras

vector space
bracket algebra (determinants)
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quaternions

complex numbers

(higher order entities)

Pluecker coordinates

Lie-algebras
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projective geometry
(duality concept)

dual quaternions

incidence algebraconformal geometry
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